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Introduzione

MOTIVAZIONE DELLO STUDIO DEI SISTEMI DINAMICI

di un Sistema Dinamico e rappresentare un
modello della realta per poter estrarre conclusioni sul comportamento
futuro di quello.
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Introduzione

MOTIVAZIONE DELLO STUDIO DEI SISTEMI DINAMICI

Certamente, il grande interesse che svegliano i Sistemi Dinamici e
dovuto senza dubbio a che una grande diversita di problemi delle
Scienzie come la Biologia, la Fisica, la Quimica, I'lngenieria o
I'Economia possono essere rappresentati per equazioni alle differenze
finite della forma

Tnt1 = f(zn)  oppure  (Zp+1,Ynt1) = f(@n, Yn)

dove la non linearita della funzione continua f e di solito il piu
caratteristico
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Introduzione

MOTIVAZIONE DELLO STUDIO DEI SISTEMI DINAMICI

E per tutto questo che sono diventati una delle piu studiate aree non
soltanto nell’ambito della Matematica, ma anche nell’"ambito
del’Economia.
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Generalita dei Sistemi Dinamici
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Definizione. Un e unaterna (X, T, ®) dove

X. Spazio metrico chiamato spazio degli stati,
T': Semigrupo additivo di R chiamato insieme di tempi,

&: Funzione continua chiamata flusso o operatore di evoluzione
e valgono le successive condizioni:

$(0,z) =x Vxe X, ie, Po(z) =idyx
S(t, P(s,z)) =P(t+s,2) Vt,seT,Vee X

Se I'insieme di tempi

T=7Z((NU{0}oZ uU{0}) ~-» Sistema discreto
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Un a una funzione f : X — X continua, € il sistema
(X, T,®P) dato da

X Spazio metrico
T: NU {0} (o Z quando si tratta di un homeomorfismo)

$:T"x X — X con
dS(n,z) = Py(z) = f"(x)

dove f°(z) =idx y f"(z) = f(f" ' (2)),n > 1.
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Modelli unidimensionali

L'equazione logistica

f(z,p) = px(l —x)

Il modello di May

flo,p) =p—x°

Il modello di Ricker

x

flz,p) = pxe”

Un modello epidemiologico

flz,p) =1 -x)(1—e)
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Modelli bidimensionali

L'equazione logistica ritardata,

flz,y, 1) = (y, ny(l —x))

Il modello preda-predatore discreto,

flz,y, 1) = (uz(l — = —y), uxy)

Il modello modello di Cournot

F(z,y, 1) = (f(y,p),g(z; 1))
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Problemi Fondamentali nello studio deil Sistemi Dinamici

E affidabile il modello?, i.e., risponde a quello che realmente
succede?

Con la funzione ottenuta, possiamo predire I'evoluzione per valori
grandi di tempo?

Riponderemo della stessa forma alle domande prime se
sostituiamo quella f con un’altra un po’ diversa.
(Stabilita Strutturale).
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Definizione. Si dice che (R™, f) &
a (R™, g) circa l'origine se esiste un homeomorfismo

h : R™ — R™ definito in un intorno U di x = 0 del quale si abbia che
h(U) = V e unintorno di y = 0, che porta orbite del primo sistema in
U a orbite del secondo sistema in V', mantenendo la direzione del

tempo.
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Se consideriamo famiglie uniparametriche di funzioni definite in R™
f:R" xR — R",

una e I'apparizione di sistemi che non sono
(localmente) topologicamente coniugati dentro alla famiglia quando
muoviamo il parametro.

Ma, come possiamo sapere che ¢’ e una biforcazione piu facilmente?
Esaminaremo alcuni concetti che ci auiteranno.

Biforcazioni dei Sistemi Dinamici: Alcuni Esempi in Economia — p.15/78



Generalita del Sistemi Dinamicl

Sistema Dinamico Discreto associato a una funzione f

x ~ f(x), Tnt+1 = f(zn)

(Forward)-Traiettoria

{zo, 21 = f(x0), 22 = f(z1) = f(f(x0)) = f*(w0),...}

(Backward)-Traiettoria

N (50 s> = [ (w-1) = F?(x0),.--}

Non e unica se la funzione non e invertibile.
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Tralettorie importanti

xo punto fisso
ro = f(xo)

xo punto n-periodico

zo = f(f(...f(x0))) = f"(zo) maanche f*(zo) # zo,k < n

Punti n-periodici sono punti fissi di f™ e possono essere studiati
nello stesso modo
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Esampio. Se consideriamo la famiglia uniparametrica
flz,p) =z +p—z°
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Generalita del Sistemi Dinamicl

In un intorno di x = O;

>0 ~ f(x,u) cisono due puntifissi.
=0 ~ f(x,u)c’éunpunto fisso instabile.

1w <0 ~ f(x,u)nonc’é nessun punto fisso.
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Stabilita dei punti fissi

Se xzp e un punto fisso e A1, Ao, ..., A\, SONO suoi autovalori e della
matrice Jacobiana

Se |\i| <1,Vi=1,2,...,n, allora xq e stabile.
Se esiste \; che verifica |\;| > 1, allora = € instabile.

Quindi, se gli autovalori hanno tutti valore assoluto diverso da 1 la
stabilita puo essere facilmente calcolata e si dice che zy € un punto
iperbolico.
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Definizione. Si dice che un punto fisso xo e non-iperbolico se esiste
qualunque autovalore \; tale che |\;| = 1.

La stabilita non puo essere facilmente calcolata, (eccetto nel caso
che qualche ); sia tale che |\;| > 1)

Infatti, qualunque intorno di zg, pu6 avere
punti cui orbite si alontanano da zg ~~ (Varieta stabile)
punti cui orbite si avicinano a xzg ~~ (Varieta instabile)

La sua presenza e condizione neccesaria per una biforcazione
locale (Teorema di Hartman-Grobman)
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Generalita del Sistemi Dinamicl

Varieta Stabile, Instabile e Centrale

Locale
Ws ={z e U|f"(z) — xo,h — oo, f*(x) € U,Vh > 0}

loc

Wt ={z e U|f"(x) = zo,h — oo, f"(x) € U,Vh > 0}

loc

W non si puo definire in questo modo e non e sempre

differenziabile
Globale
W = Upso f (W5,
W = UkZO f‘“(Wﬁéc)
W€ non si puo definire in questo modo e non e sempre
differenziabile
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Biforcazioni deir Sistemi Dinamici
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Biforcazioni dei Sistemi Dinamici

Le biforcazioni (locali) piu importanti si basano sul cambio nella
stabilita del punti fissi oppure nel numero di punti fissi.

Famiglie uniparametriche di sistemi unidimensionali:
Autovalore 1 = Biforcazioni Fold, Transcritical e Pitchfork.
Autovalore -1 = Biforcazione Flip.

Famiglie uniparametriche di sistemi bidimensionali
Autovalori complessi conigati = Biforcazioni Neimark-Sacker.
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Biforcazione Fold

La curva di punti fissi della famiglia e una parabola tangente al punto di
biforcazione nel piano (x, ©).

S

S
|
S

/L

,u<(ﬁ>0
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Biforcazione Fold

Teorema. (Classico) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C?, che presenta in u, = 0 il punto fisso z, = 0 con
autovalore 1.

Supposto che la familia soddisfa le condizioni:

fM(Oa O) # O

Allora f presenta una biforcazione fold.
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Biforcazione Fold

Teorema.(Nuovo) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C?", che presenta in i, = O il punto fisso z, = 0 e
tale che f.(0,0) = 1.

Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

f22(0,0) = f122(0,0) =...= fa;Qn—l(Oa 0) =0,
fon(O,O) # O

fM(Oa O) # O

Allora f presenta una biforcazione fold.
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Biforcazione Fold

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

f,20(0,0) > 0, £,(0,0) > 0 f,2n(0,0) < 0, £,(0,0) < O
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Biforcazione Fold

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

f,2n(0,0) < 0, £,(0,0) > 0 f,2n(0,0) > 0, £,(0,0) < O
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Biforcazione Transcritica

La famiglia ha due curve di punti fissi nel piano x,  che passano per

I‘origine di detto piano e cambiano la stabilita dei punti fissi quando

passano l‘origine. Y y=x

p < 0u >0
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Biforcazione Transcritica

Teorema. (Classico) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C?, che presenta nella funzione corrispondente al
valore parametrico i, = O Il punto fisso z, = O e tale che

f2(0,0) = 1.

Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

fx,u(oy O) # O

Allora f presenta una biforcazione transcritica.
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Biforcazione Transcritica

Teorema.(Nuovo) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica, f
di classe C?" 1!, che presenta nella funzione corrispondente al valore
parametrico u, = O il punto fisso z, = 0 y tale che f,(0,0) =1,

f.(0,0) = 0.
Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

f2z(0,0) = f222(0,0) = --- = fon—l(OaO) = 0,
fon(O,O) # O

fflfli(oa O) # O

Allora f presenta una biforcazione transcritica.
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Biforcazione Transcritica

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

wan(an) > O, fCB,LL(an) > O waTL(OaO) < O’ fw#(oao) < O
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Biforcazione Transcritica

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

wan(an) < O, fCB,LL(an) > O waTL(OaO) > O’ fw#(oao) < O
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Biforcazione Pitchfork

La famiglia ha due curve di punti fissi nel piano z, u: una che passa
per l‘origine di detto piano e cambiano la stabilita dei punti fissi quando
passano l‘origine e altra che e tangente all‘origine.

Y

AN

y=—x

u<

)

Op > 0
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Biforcazione Pitchfork

Teorema. (Classico) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C3, dove le applicazioni sono dispari con rispetto a la

variabile di stato, i.e., f(—xz,u) = —f(x, ) e tale che f,(0,0) = 1.

Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

fﬂﬁu(oao) # O

Allora f presenta una biforcazione pitchfork.
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Biforcazione Pitchfork

Teorema.(Nuovo) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C?" 12, che presenta nella funzione corrispondente al
valore parametrico u, = O il punto fisso =, = 0, e tale che

f=(0,0) =1, £.(0,0) = 0.

Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

f2z(0,0) = f222(0,0) = --- = fon(OaO) = 0,
fr2n+1(0,0) =0

fflfli(oa O) # O

Allora f presenta una biforcazione pitchfork.
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Biforcazione Pitchfork

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

fw2n+1 (07 O) > O’ fxﬂ(oao) > O f$2n-|-1 (Oa O) < 01 fx,u(o, O) < 0
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Biforcazione Pitchfork

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

fw2n+1 (07 O) < O’ fxﬂ(oao) > O f$2n-|-1 (Oa O) > 01 fx,u(o, O) < 0
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Biforcazione Flip

La famiglia ha due curve nel piano x, i: una di punti fissi che passa
per l‘origine di detto piano e cambiano la stabilita dei punti fissi quando

passano l‘origine e altra di punti 2-periodici che e tangente all‘origine.
Yy y—=—=x

W

pw<O0u>0
(f2) (=, w)
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Biforcazione Flip

Teorema. (Classico) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C3, che presenta in u, = 0 il punto fisso z, = 0 con
autovalore —1.

Supposto che la famiglia soddisfa le condizioni:

72(0,0) # 0
fx,u(oyo) # O

Allora f presenta una biforcazione flip.
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Biforcazione Flip

Teorema.(Nuovo) Sia f : R x R — R una famiglia uniparametrica,
con f di classe C?"*1, che presentain p, = 0 il punto fisso z, = 0 e
tale che f,.(0,0) = —1.

Supposto che la famiglia sodisface le condizioni:

BRI O=—" - — (f<) >,(0,0) =0,
(f?),2n+1(0,0) # 0

fflfli(oa O) # O

Allora f presenta una biforcazione flip.
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Biforcazione Flip

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

(fQ)xQn-l-l (07 O) > 0, f:vu(OaO) >0 (fQ)x2n+l (Oa O) < 0, fwu(oa O) <0
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Biforcazione Flip

—DIAGRAMMI DI BIFORCAZIONE—

(fQ)xQn-l-l (07 O) < 0, f:vu(OaO) >0 (fQ)x2n+l (Oa O) > 0, fwu(oa O) <0
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Biforcazione Neimark-Sacker

Le funzioni del piano della famiglia f(x, y; 1) que presentano un
punto fisso, presentano anche, dopo la biforcazione una curva
invariante stabile oppure instabile.

A differenza delle altre biforcazioni questa e una biforcazioni del
piano.

La dinamica nella curva invariante € molto interesante.
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Biforcazione Neimark-Sacker

Teorema. (Classico) Sia f : R? x R — R? una famiglia uniparametrica
di funzioni del piano reale, f di classe C°, che verifica le seguenti
condizioni in un intorno di u = O:

f(0, ) = 0, i.e., x = 0 e un punto fisso per tutte le funzioni della
famiglia in questo intorno.

D f.(0, ) ha autovalori complessi coniugati A(11) e A(w) tali che
per . = 0 suo modulo e |A(0)| = |\ (0)| = 1.

A = A(0) non é radice m-ésima dell'unita perm = 1,2, 3, 4.
(Condizione di non risonanza).

d|A ()]

(0) > 0.
(Condizione di Hopf).
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Biforcazione Neimark-Sacker

Allora esiste un cambio di coordinate, differenziabile rispetto a u, tale
che

flz, ) ~ g(2,z, 1) = Mp)z+c(p)z°z4+0(|2|*), z,z€C, peR

e poi esistono a, b, ¢,, @1 tali che, in coordinate polari, la imagine di
ogni (r, 0; 1) per f viene data come,

(X + p)r — ar® + O(ur?, y?r,r°),0 + ¢o + Pp1u + br? + O(u?, pr?,r3
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Biforcazione Neimark-Sacker

Se a > 0, la famiglia presenta una curva invariante e attrattiva per
tutti | valori 1 positivi sufficientemente piccoli.

Se a < 0, la famiglia presenta una curva invariante e repulsiva
per tutti 1 valori i negativi sufficientemente piccoli.

S [/ /Qj@/

AV =

Caso subcritico (a < 0) Caso supercritico (a > 0)
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Biforcazione Neimark-Sacker

Teorema.(Nuovo) Sia f : R2 x R — R? una famiglia uniparametrica di
funzioni del piano reale, con f di classe C??™4, che verifica le seguenti
condizioni in un intorno di . = O:

f(0, ) = 0, i.e., x = 0 e un punto fisso per tutte le funzioni della
famiglia in questo intorno.

D f.(0, ) ha autovalori complessi coniugati A(11) e A(w) tali che
per . = 0 suo modulo e |A(0)| = |\ (0)| = 1.

A = A(0) non é una radice m-ésima dell’'unita per
m=1,2,3,...,2p+ 2).

(Condizione di non risonanza)

d|A|

<. (0) #0

(Condizione di Hopf)
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Biforcazione Neimark-Sacker

Allora esiste un cambio di coordinate, differenziabile rispetto a u, tale
che:

f(@,p) ~ M)z + Y comt1(u)2™H2™ + O(|2*F2),

m=1

z € C, u € R e pol esistono as, as, ..., axp+1, b2, ba, ..., bop, @0, $1
tali che in coordinate polari I'immagine di ogni punto (r,9; ) per f &

b
((1 + p)r — > aomrr?™ T+ O(|pr3] 4 p2|r| + r2Pt2),

m=1

Ot Go+ dri+ 3 bomr™ 4 O + |ulr? + |7“|2p+1)>

m=1
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Biforcazione Neimark-Sacker

Se almeno uno dei as,,+1 € diverso da 0 e ax,+1 € il primo allora:

Se az,+1 > 0, f(x, u) presenta una curva invariante e attrattiva
per tutti I valori di p positivi sufficientemente piccoli.

Se az,+1 < O, f(x, ) presenta una curva invariante e repulsiva
per tutti | valori di i negativi sufficientemente piccoli.

Biforcazioni dei Sistemi Dinamici: Alcuni Esempi in Economia — p.53/78



Biforcazione Neimark-Sacker

Dinamica sulla curva invariante

Orbite quasiperiodiche dense o

Un numero finito di orbite periodiche, che appaiono e poi
scompaiono quando il parametro si muove
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Biforcazione Neimark-Sacker

Come cambia la struttura delle orbite se il parametro si muove?

Abbiamo bisogno del numero di rotazione della funzione in la curva

o(f) = (Iim ﬂxi_w> mod 1,

(nd®.®

In media I'angolo di movimento nella curva

p(f) = p/q razionale se e solo se f c'é (non neccessariamente
unico) un punto di periodo q.

o( f) irrazionale allora f sulla curva invariante e topologicamente
coniugata a una rotazione del circonferenza di angolo 27 p e poi
tutte le orbite sono quasiperiodiche e dense.
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Biforcazione Neimark-Sacker

L'applicazione sulla curva e strutturalmente stabile solo se p e
razionale e esistono intervalli dove questo succede ~~ Arnold Tongues

Im(\)

~

Lenguas de Arnold

()

Re()\)
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Alcuni esempi In Economia
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Alcuni esempi In Economia

Il modello originale di “Multiplier-Accelerator”

'equazione
Yir1 = (a+c)yy —ayi—1, 0<c<l, 0<a

che puo essere riscritta come una funzione del piano data da

f(xa y) . ((CL _I_ C)QJ — ay, :E)

b)-(T 00
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Alcuni esempi In Economia

Il modello originale di “Multiplier-Accelerator”

Se (a + ¢)? < 4a, gli autovalori sono complessi coniugati A, X e
verificano

Al = va

Arg(\) = arccos(a T

2/a
Cosi se verificano le condizioni del teorema di Neimark-Sacker e
possiamo sapere anche dove ci sono le Arnold Tongues.

Ma i modelli non sono di solito cosi semplici
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Alcuni esempi In Economia

Il modello nonlinear di “Multiplier-Accelerator” di Hicks

L'equazione
Yir1 = cyr +max{a(y: —yi—1,—D)}, 0<c<1l, 0<a, 0<D

che puo essere riscritta come una funzione del piano data da

_ ) filz,y) y<z+DJa
f(z,y) =
fo(z,y) y>x+ DJ/a

dove

o)) - 9002
1 0O Y 1 O Y 0
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Alcuni esempi In Economia

Il modello nonlinear di “Multiplier-Accelerator” di Hicks

La funzione non e differenziabile e non possiamo applicare |
teoremi primi.

Pero come nel caso differenziabile, il risultato della biforcazione €
una curva invariante attrattiva homeomorfa alla circonferenza.

Ma questa curva appare lontana dal punto e la sua posizione e
dovuta alla retta critica.

Sulla curva I'applicazione e una rotazione con numero di
rotazione razionale o irrazionale.
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Alcuni esempi In Economia

Il modello nonlinear di “Multiplier-Accelerator” di Hicks

Se a = 1 il punto fisso (0, 0) é non-iperbolico e succede

Numero di rotazione razionale = poligono P invariante
Dentro al poligono, tutti | punti sono periodici.
Fuori dal poligono, tutti | punti arrivano in numero finito di
iterazioni a un punto del poligono (eventualmente periodici)
Numero di rotazione irrazionale =- regione invariante
Dentro alla regione, tutti i punti sono quasiperiodici.

Fuori dalla regione, tutti i punti arrivano in numero finito di
iterazioni alla regione
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Il modello nonlinear di “Multiplier-Accelerator” di Hicks

Se a > 1 il punto fisso (0, 0) € iperbolico e
Se i parametri a, c sono nella regione di m /n-periodicita
invariante
Due orbite periodiche nella curva, attrattiva e saddle .

La curva invariante e allora “made up” per i punti dell’insieme
Instabile del saddle che si avvicinano all’attrattivo.
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Conclusioni

Conoscere la possibile biforcazione e soprattuto le orbite
periodiche, puo darci una preziosa informazione del sistema.

Piu differenziabilita permette a volte di conoscere se c‘e una
biforcazione.

Piu differenziabilita permette a volte di conoscere se c‘e una
forma normale di maggiore ordine.

Cio che succede per famiglie differenziabili puo suggerire un’idea
per famiglie non-differenziabili, ma non e niente sicuro.
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|_avoro Futuro

Trovare condizioni sufficienti che permettano di sapere dell’esistenza
delle biforcazioni di famiglie non-differenziabili.
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